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EINLEITUNG 
Uber einem Grundring k seien G eine affine k-Gruppe und It4 ein affiner 
G-Modul. Eine Erweiterung von G durch M ist eine exakte Folge affiner k- 
Gruppen 
so da13 die Operation von G auf dem abelschen Normalteiler M, die durch 
innere Automorphismen in E definiert ist, mit der gegebenen G- 
Modulstruktur auf M tibereinstimmt. 
Sei Ext(G, M) die Gruppe der Aquivalenzklassen aller Erweiterungen (5 
mit der Baerschen Addition. Ext(G, A4) lB;Dt sich nicht “explizit” durch 2- 
Cozykel beschreiben, so da13 man im allgemeinen wenig Information iiber die 
volle Ext-Gruppe hat. Die Untergruppe Hi(G, M) der Hochschild- 
erweiterungen, fiir die E + G einen Schemaschnitt besitzt, ist wie bei 
abstrakten Gruppen durch 2-Cozyklen gegeben ([2, II, $31). 
In dieser Arbeit wird die Untergruppe Ext,(G, M) der zerlegbaren 
Erweiterungen eingefiihrt (Definition im 1. Abschnitt, vgl. [9]), die Hi(G, M) 
umfal3t. In 1.2 werden FIlle aufgezahlt, in denen Ext,(G, M) = Ext(G, M) ist. 
Ext,(G, M) Ial% sich immerhin noch durch vertrlgliche Paare (a,@ von 2- 
Cozyklen beschreiben (2.1): Einen fur die Multiplikation und einen fiir die 
Comultiplikation (vgl. [ 5 ] fur “zerlegbare,” zentrale Erweiterungen von 
graduierten, zusammenhangenden Bialgebren). 
Zur Trennung der Paare (a,@ und damit zur Beschreibung von 
Ext,(G, M) durch 2-te Hochschild Cohomologiegruppen wird in 3.3 die 
exakte Folge 
0 -+ Ex’(G, M) + Ex’(G, M,) -+ Ex’(G, M2) --, Ext,(G, M) 
-+ H;(G, M,) + H:(G, M,) 
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aufgestellt. Dies ist die lange exakte Folge zu einer kanonischen Folge afiner 
G-Moduln 1 --t M-, M, -+ M, + 1, die als Verallgemeinerung von 1 -+n p -+ 
lu --t” ,u + 1, ,u = GL , angesehen werden kann. 
Im letzten Abschnitt wird der Fall M= G(r), r eine abstrakte abelsche 
Gruppe, also M diagonalisierbar mit affiner Algebra k[T], eingehend unter- 
sucht. 
So gilt nach 4.2 im Fall eines Korpers k Ext,(G, a(r)) g Ext:(T, X(G)), 
falls G algebraisch, glatt und zusammenhiingend ist (X= Funktor der 
Charaktere). Nach 4.3 erhalt man daraus such Information iiber die volle 
Ext-Gruppe: 
Z.B. ist Ext(PGL,, g(r)) g Hom(L’, Z/(n)), 
Ext,(PGL,, g(L)) = 0. 
1st k wieder ein beliebiger Ring, und operiert G trivial, so lassen sich die 
Elemente in Ext,(G, ,,u) explizit beschreiben (4.6 und 4.8). Z.B. definiert 
nach 4.7 jeder quadratische Modul (V, q), fur den eine Orthogonalbasis (ri) 
existiert, so da13 alle q(tJ Einheiten in k sind, mit Hilfe der Cliffordalgebra 
von (V, q) ein Element in Ext,(Z/(Z)‘, ?pu). 
Falls G frei vom Rang n ist, gibt es nach 4.8 einen Isomorphismus 
H;(G, p) x X(G) z Ext,(G, ,p), 
der explizit angegeben wird. Insbesondere ist im Fall Pit(k) = 1 und 
U = Einheitengruppe von k nach 4.9 
U/U” x n U 2 Ext(Z/(n), .p). 
Als Anwendung wird in 4.10 zu jeder Einheit cz von k eine p-teilbare 
Gruppe der Hohe 2 konstruiert. Im Fall k = Z, p = 2, a = - 1 liefert das eine 
nichttriviale 2-teilbare Gruppe iiber L, so da13 sich das Beispiel in [8], vgl. 
unabhangig davon [ 11, in obige Theorie einordnet. 
1. VORBEREITUNGEN 
Seien k ein kommutativer Grundring, 0 = Ok, und k-Alg die Kategorie 
der kommutativen k-Algebren. 1st U eine k-Algebra, so wird die 
Multiplikation mit V: U@ U+ U, und das l-Element mit 17: k + U 
bezeichnet. 1st U eine k-Coalgebra, so wird die Comultiplikation mit d: 
U-+ U @ U, und die Augmentation mit E: U-, k bezeichnet. 1st U eine 
kommutative Hopfalgebra, so ist Sp(U)(R) = k-Alg(U, R), R E k-Alg, eine 
affine k-Gruppe, und die Inversenabbildung werde durch die Antipode S: 
U -+ U dargestellt. 
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Im Folgenden bezeichne stets G = Q(B) eine affine k-Gruppe, und 
M = Q(C) eine kommutative affine k-Gruppe, auf der G durch 
Automorphismen von Gruppen operiert, d.h. einen affinen G-Modul. Die G- 
Modulstruktur 
GxM-+M, (g,m)w gem, gE G(R), m EM(R) 
und R eine k-Algebra werde durch p: C -+ B @ C dargestellt. Also ist p 
Algebrahomomorphismus, und es gelten folgende Rechenregeln: 
(1 @PIP= (A 0 l)P, (CO llp=Id,, 
(1o~lP=(v,o1ol)~@oP)~, (1 0 E)P = E, 
r = Vertauschung. (Dies sind die ijbersetzungen der Identitaten 
gl 0 (g2 0 4 = (8, g2) 0 m7 1 om=m, g 0 (ml m2) = (g 0 mJ(g 0 m2h 
g 0 1 = 1, fur g, g, E G(R), m, m, E M(R)). 




eine Folge afftner Gruppen und Gruppenhomomorphismen I = Q(p), II = 
f+(i). @ heirJt exakt, falls I einen Isomorphismus von M mit Kc(n) induziert, 
und falls 7c treuflach ist. e ist genau dann exakt, wenn % als Folge von 
harten Garben (faisceaux durs, [2, III, 51, 3.31) exakt ist, d.h. wenn 
M z Kc(x) und 7~ Epimorphismus von harten Garben ist. Aurjerdem ist fiir 
eine exakte Folge @ von harten Garben E automatisch affin, falls M und G 
es sind ([2, III, $4, 1.91). Wegen M z Ke(7r) folgt: 
A -@ C ist surjektiv mit Kern AB’, Bf := Augmentationsideal von B, und 
daraus A@,AzA@C, x@y++C~p(y,,,)@y~,,, wobei A: A+A@A, 
A(a) = c a,,, 0 a,,, die Comultiplikation von A bezeichnet. 
e heil3t Erweiterung von G durch M, falls (3 exakt ist und auf M durch 
innere Automorphismen die gegebene G-Modulstruktur induziert. 
Sind % und @i: 1 -+ M-+“E, -PI G + 1 Erweiterungen von G durch M, so 
heil3en tZ und (3 1 liquivalent, falls ein Gruppenhomomorphismus q: E --t E, 
mit cpr = r , und 7cr a, = rr existiert. Dann ist rp Isomorphismus. 
1st iy: M + M’ ein Morphismus affiner G-Moduln, so gibt es bis auf 
Aquivalenz genau eine Erweiterung ry* (5: 1 + M’ --) VI* E + G + 1 von G 
durch M’, fur die ein kommutatives Diagramm der Form 
‘Z:M- E ---+G 
existiert. 
ty*E: M’ - v&-G 
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1st q: G’ -+ G ein Morphismus atImer Gruppen, so ist M vermoge o such 
G’-Modul, und bis auf Aquivalenz gibt es genau eine Erweiterung o*@: 
l-+M+o*E+G’-t 1 von G’ durch A4, fur die ein kommutatives 
Diagramm der Form 
$%4: M---+ q*E - G’ 
II 1 1 
G:M--+ E -G 
existiert. 
Die Existenz von v/*tZ, q*t% folgt wie in 12, III, $6, 1.7,1.8], die 
Eindeutigkeit ergibt sich daraus wie im Falle abstrakter Gruppen. Ext(G, M) 
bezeichne die mit der Baerschen Addition versehene Gruppe der 
Aquivalenzklassen von Erweiterungen von G durch M (vgl. [2, III, $61). Im 
Sinne von [2] ware Ext = Ex”. 
Eine Erweiterung (5: 14 M+’ E +n G -+ 1 von G durch M mit 
C +J’A ti B als Folge der affinen Algebren heiljt zerlegbar, falls ein B- 
linearer, C-colinearer Isomorphismus 
existiert. Die B-Modul- und C-Linkscomodulstrukturen sind dabei stets 
folgendermal3en rklkt: A ist B-Modul durch i: B + A, C-Comodul durch d’: 
A -+’ A @ A 4’~’ C @ A, C @ B ist B-Modul durch Multiplikation auf B und 
C-Comodul durch Comultiplikation von C. Im Sinne von [9] ist M-+’ E ein 
zerlegbarer Normalteiler. Wie in [9, 2.1, 2.21 beweist man 
1.1. LEMMA. Mit obigen Bezeichnungen sind folgende Aussagen 
tiquivalent: 
(1) (E ist zerlegbar. 
(2) Es gibt eine B-lineare, invertierbare Abbildung q: A + B. 
(3) Es gibt eine C-rechtcolineare, invertierbare Abbildung j: C + A. 
AuJerdem k&men 4, q und j unittir und augmentiert angenommen werden. 
Invertierbar ist hierbei stets bzgl. der Convolution * gemeint: 1st X eine 
Coalgebra mit Augmentation E, und Y eine Algebra mit l-Element 1, so its 
die Menge Hom(X, Y) der k-linearen Abbildungen eine Algebra mit Produkt 
*, df* g)(x) = Cf(x,,,) g(x,,,), fur J; g in Hom(X, Y), und l-Element 
x k+ &(X)1. 
Offenbar ist mit (E such jede zu t3 Bquivalente Erweiterung zerlegbar. Sei 
Ext,(G, M) die Menge der Aquivalenzklassen zerlegbarer Erweiterungen von 
G durch M. Dann gilt 
H;(G, M) c Ext,(G, M) c Ext(G, M). 
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Dabei bezeichnet Hi(G, M) die Aquivalenzklassen der Hochschild 
Erweiterungen (fur die z einen Schemaschnitt besitzt). 
1.2. SATZ. In jedem der folgenden Falle gilt Ext(G, M) = Ext,(G, M): 
(1) M ist endlich und lokal frei tiber k, und es gilt 
Pic(G x !Z((M)) = 1. 
(2) k ist ein K&per, und eine der folgenden Bedingungen ist erjXlltt: 
(a) G ist endlich. 
(b) M ist unipotent. 
(c) Es gibt eine endliche Galoiserweitering kc 1, so daJ 10 M 
trigonalisierbar ist, und fCr alle Zwischenkiirper k c 1’ c 1, Pic(1’ @ G) = 1 
gilt. 
(d) k ist perfekt, und G ist trigonalisierbar. 
(e) k ist algebraisch abgeschlossen, und G ist aujlosbar. 
Beweis. (1) Die Erweiterung @ ist zerlegbar, falls ein Isomorphismus 
A % B @ C von B @ C*-Moduln existiert. Hierbei ist C* := Hom(C, k) die 
duale Hopfalgebra, und die C-Modulstruktur ist zur C-Comodulstruktur 
adjungiert. Die C-Modulstruktur auf C ist also durch fc = C cC,,f(cC,,), 
fEC*, c E C erklart. C** = Hom(C*, k) trage die iibliche C*-Modul- 
struktur, also (&)(g) = rp(gf), g, f E C* und a, E C**. Dann ist der 
kanonische Isomorphismus C g C ** = Hom(C*, k) C*-linear. Nach [7) ist 
C Frobeniusalgebra, also gilt Hom(C*, k) z C* als C*-Linksmoduln. 
Insgesamt ist C als C*-Modul frei vom Rang 1. Wegen A &A z 
A Og B @ C z A Be B @ C* ist der B @ C*-Modul A projektiv vom Rang 1. 
Nach Voraussetzung ist Pic(B @ C*) = 1, insbesondere folgt A E B @ C* 2 
B @ C als B @ C*-Moduln. (Hier ist D(M) = Sp(C*) die zu M Cartier- 
duale Gruppe.) 
(2) [9, 3.2, 3.4, 3.51. 
1.3. Bemerkung. Zur Beschreibung zerlegbarer Erweiterungen sind 
folgende “normalisierte Standardkomplexe” wichtig: 
(1) (a) Diir jede kommutative k-Algebra R sei 
-+ Reg:(C,R)---@ Reg:“(C, R)+ ‘.. , n 3 0, 
der normalisierte Standardkomplex in [IO], wobei die cokommutative 
Hopfalgebra C trivial ,auf R operiert. Dabei ist Reg”, (C, R) die Gruppe der 
invertierbaren Abbildungen f: 0” C + R mit f (x, @ @ x,) = 
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E(X]) ” E(X,), x, ,*a., x, E C, falls xi = 1 fur ein i gilt (0” C ist das n-fache 
Tensorprodukt der Coalgebra C). Aurjerdem gilt an := Ci (-l)i L$’ mit 
qu-xx, 0 ‘. 0 x,+ 1 > := E(X*)f (x, 0 .” 0 x,+ I>, 
w-)(x, 0 0 x, + ,) :=f(x, 0 “’ @Xipl OXiXi+, 
Ox{+* 0 ‘.‘), 1<i<n, 
~~+,U)(x, 0 ‘I’ @xn+, ):=f(x, 0 ‘~‘@X,)E(X,+,) 
fiir xi E C und f~ Reg:(C, R). Sei Z”(C, R) := Ke(8’) die Gruppe der n- 
Cozyklen, und Zs(C, R) := {f E Z’(C, R) 1 f(x 0 y) = f(y 0 x), x, y E C). 
(b) Reg”, (CT RI werde auf folgende Weise als G(R)-Modul betrachtet: 
G(R) x Reg:(C, R) + Reg:(C, RI, kYf)~-‘g~f 
sei durch 
gof := @no @“C- 
deliniert, wobei 
ist. Durch Restriktion operiert G(R) dann auf Alg(@” C, R) = M”(R) c 
Reg:(C, R) diagonal. Wie man leicht sieht, ist jede Abbildung 8: G(R)- 
linear. Also sind alle 3” G(R)-linear, und Z”(C, R) ist G(R)-Untermodul von 
Reg:(C, R). Dasselbe gilt fur Zf(C, R). 
(c) Fur variables R definiert (Reg:(C, R), a”) einen Komplex von 
aftinen G-Moduln. 
Denn fur jede Coalgebra D ist Hom(D, R) = Alg(S(D), R), 5’(D) := 
symmetrische Algebra des k-Moduls D. Also ist R +-+ Hom(D, R) mit * als 
Produkt ein affines Monoid, und dessen Einheitengruppe R H Reg(D, R) ist 
ebenfalls affrn ((2, II, 9 1, 1.41). Schliel3lich sind such die Gruppen 
R ++ Reg”,(C, R), Z”(C, R), Zf(C, R) aflin, da sie als Kerne von Gruppen- 
homomorphismen affmer Gruppen der Form R ++ Reg(D, R) aufgefarjt 
werden konnen. 
(2) Durch R wMM,(R) := Reg\(C, R) wird nach der vorigen 
Bemerkung ein affrner G-Modul M, defmiert. Sei 
..’ -C:(G,M,)~C:+'(G,M,)-,'.., n 2 0, 
der normalisierte Hochschildkomplex des G-Moduls M, , vgl. [2, II, $3, 1.11. 
Hierbei ist C:(G, M,) die Menge der Schemamorphismen f: G” --) M, mit 
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fk , ,..., g,) = neutrales El ement fur gi E G(R), R eine k-Algebra, falls gi = 1 
fur ein i gilt. 
Nach Yoneda la& sich identifizieren 
C;(G,M,)=[fEReg\ (C,@” B) / (l@...@l@ei@l . ..)f==vs 
fur jedes i . 
I 
Bei dieser Identifizierung ist 8” die alternierende Summe der 87, wobei fur 
f: C+ @“B in C:(G,M,) gilt: 
6K.f) := go Ml(4)(f), 
a;(f) :=M,(l @ “’ @ 1 @di@ 1 @ .“)(f), I<i<n, 
a;+ U> := Wil)(f) 
mit i, , i,: @“B+@““B, i,(x):=x@ 1, i*(x) := 1 @x und 
g:B~@“+’ B, g(b) := b @ 1, also g E G(@“” B). 
Sei Z”(G, M,) := Ke(8’) die Gruppe der n-Cozyklen. Wie bei abstrakten 
Gruppen lassen sich die Hochschildcohomologiegruppen [2, II, $31 durch 
normalisierte Coketten berechnen, d.h. es gilt H,“(G, M,) = Ke(a”)/Bi(a”-‘) 
(vi& (3, 6.1). 
2. ZERLEGBARE ERWEITERUNGEN UND 2-Cozy~am 
Im folgenden Satz werden die zerlegbaren Erweiterungen von G = Sp(B) 
durch A4 = Sp(C) durch vertragliche Paare von 2-Cozyklen beschrieben. 
2.1. SATZ. (1) Seien a: C + B @ B und /? C @ C + B invert&bare 
Abbildungen mit 
(a> a E Z’YG, Ml), 
(b) P E Z:(C, B), 
(cl do 0 Y) = e(x) E(Y) fir x, y E c, 
(d) A/3 * aV = i, 0 (i#) * iIp * V(a @ a) in Hom(C @ C, B @ B), 
wobei i,, i, : B --$ B @ B, i,(b) := b @ 1, i,(b) := 1 @ b gilt. 
Sei A := C 0 B als k-Modul mit 
A(X 0 b) := c (xcl) OP(X,,,) 0 1) a(x&AB(bh 
(x @ a)(y 0 b) := c -ql,Y,l, @P(+, @ Y&b 
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f$r x, y E C und a, b E B. (Hierbei operiert B @ B auf C 0 B 0 C 0 B 
durch Multiplikation auf dem 2. und 4. Faktor). 
Dadurch wird A zu einer kommutativen Hopfalgebra und 
B&C@B=A&C, i(b) := 1 @ b, p(x @ b) := x&(b) 
fiir x E C, b E B definiert eine zerlegbare Erweiterung (E,,, von G durch M. 
(2) Jede zerlegbare Erweiterung von G durch M ist tiquivalent zu 
einer Erweiterung e,,, wie in (1). 
Beweis. (1) Die Bedingungen (a) und (b) lauten ausgeschrieben: 
(a) a(l)= 1 @ 1, (1 @ E) a(x) = (E @ 1) a(x) = E(X), 
C (1 0 aMx,,J (1 0 4 4xd = C (A 0 1) a(~,~,> 4xd 0 1, 
(b) P(xO l)=P(l ox>=+), P(x 0 Y> = NY 0 x)9 
1 P(Yu, 0 zdP(x 0 Y (*)zm) = c P(X(l,YU, @ z)P(xw @ Y(U) 
fur x, y, z E C. 
Wegen (a) ist A eine (assoziative) Coalgebra mit Augmentation E: 
C @ B -+ k, E(X 0 b) := E(X) c(b). Dies sieht man am einfachsten mit Hilfe 
der durch a E Z’(G, M,) delinierten Hochschilderweiterung Sp(A,). Wird 
namlich M, durch C, dargestellt, M,(R) = Reg!+(C, R) +: Alg(C, , R), 
ft+ fg, R E k-Alg, mit universeller Abbildung g aus Reg!+ (C, C,), so ist 
g @ 1: A + A, injektiv und vertauscht mit Comultiplikation und Augmen- 
tation. Mit A, ist also such A Coalgebra. 
Wegen (b) ist A kommutative Algebra mit IElement 1 0 1. Die 
Bedingungen (c) bzw. (d) bedeuten, da13 E: A -+ k bzw. A,: A -+ A @A 
Algebramorphismen sind. Also ist A kommutative Bialgebra. 
Wie man leicht sieht, sind i und p Morphismen von Bialgebren. Im dem 
Diagramm 
C 




seien j(x) := x @ 1 und q(x @ b) := E(x)b fur x E C, b E B. Dann sind q B- 
linear mit qi = Id, und j C-colinear mit pj = Id,. . 
Wegen j * jS, = ip( 1 @ S,)A, ist j invertierbar, denn 1 @ Sc, Ac sind 
Coalgebramorphismen (C ist cokommutativ), i ist Algebramorphismus, und 
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a ist invertierbar. Ebenso folgt aus q * S,q = V,(l @ S,) czp und S,q *q = 
V,(S, @ 1) ap, da13 q invertierbar ist, da a es ist. Wegen jp * iq = Id, ist 
dann such Id, invertierbar, und A besitzt eine Antipode. 
Schlierjlich ist 
(5 *l -M=Sp(c)-I-,E:=Sp(A)*G=Sp(B)-1 Q.4’ 
mit I := Sp(p), rz := Sp(i) exakt, denn i ist treuflach (da C treuflach fiber k 
ist), und es gilt (C @ B) Be k z C. 
AuBerdem isr e4,,, Erweiterung von G durch M, denn es gilt fiir R E k- 
Alg und g E E(R), m E M(R) 1(71(g) 0 m)g = gl(m), oder gleichbedeutend fiir 
uEA (lOV,O)(C q2) 0 PP(Q,)) = C Q) 0 p(uo,) wew der Cohn- 
mutativitat von C. 
(2) Zu jeder zerlegbaren Erweiterung 
‘3: l-+M-4,Sp(A)=E-ItG-1 
von G durch M gibt es nach 1.1 einen B-linearen, C-colinearen, unitaren und 
augmentierten Isomorphismus A E C @ B. t3 la& sich also bis auf 
Aquivalenz in der Form B-+‘A=C@B--@C mit i(b):= l@b, 
p(x @ u) := xc(b) schreiben. Hierbei gilt A = C @B als k-Modul und als B- 
Modul und C-Comodul, d.h. (x@a)(l @b)=x@ab und 
(p@l)d,(x@a)=~I,(x)@afiira,bEB,xEC. 
Seienj und q wie im Beweisteil (1) definiert. Dann sindj B-linear und q C- 
colinear, und es gilt jp * iq = Id,. Nach dem Beweis von 1.1 sind j und q 
invertierbar. 
Detiniert man jetzt 01 := (q @ q) A, j: C + B 0 B und /I := qV,(j 0 j): 
CO C-+B, so folgt @ = c4,,,. Zum Beweis mache man M zu einem .& 
Modul durch Operation von inneren Automorphismen: E X M + M, 
(g, m) I-+ gr(m)g-’ = z(g o m). Sei o: C +A @ C die zugehiirige affine 
Abbildung. Dann gilt 
a=(C AB@C&A@C), 
da @ eine Erweiterung von G durch den G-Modul M ist. Sei M E das 
(beziiglich dieser Operation gebildete) semidirekte Produkt, also 
(M.E)(R)=M(R)xE(R) mit (m, g)(m’, g’) = (m(g 0 m’), gg’). 
Dann ist die Multiplikation 
M. E-+E, Cm, g) f+ 4m>g 
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Gruppenhomomorphismus. Also ist 
A’ := (A -%A@AJ%C@,A) 
Morphismus von Hopfalgebren, wobei gilt: C 0, A := C 0 A als Algebra, 
A,(x @ u) := c X(I) 0 U(I) 4X(2,> 0 U(2) fur x E C, u E A. (Hierbei sei fur 
uEA und v@xEA@C: u(v@x):=uv@x.) 
Wegen A’= (pa l)A, =A,@ 1 ist (1 @q)A’= (1 Oq)(A,O l)=Id,. 
Da A’ Morphismus von Algebren ist, folgt fur x, y E C: 
A’((x@ l)(y@ l))=A’(xO l)A’(yO 1) 
=c X(l,Y(l, 0 (X(Z) 0 l)(Y(2,@ 11, 
also 
(x0 l)(YO l>=C X(l)Y,,, 0 4((x,2,@ lNY(2, @ 1)) 
=x X(l,Y(l, OP(X(2, @ Y(2J 
Da A’ Morphismus von Coalgebren ist, gilt analog: 
A, = (10 q @ 10 q)(A’ 0 A’) A, = (1 0 q 0 10 q) A,A’, 
also 
A,&@ 1)=x(x (1) OP(Xo,)@ l)(q 0 4)A.4(-%, @ 1) 
= 1 (X(1) OP(X(2,) 0 1) a(xw)* 
Also lassen sich A, und V, wie gewiinscht durch a und p ausdriicken. Mit 
j ist such AA j invertierbar, da A, Morphismus von Algebren ist. Also gibt es 
ein f E Hom(C, A 0 A) mit 2 (xc,, 0 p(x& 0 1) a(~&f(~~~)) = E(X) fir 
x E C. Wendet man auf diese Gleichung die B @ B-lineare Abbildung q 0 q 
an, so erkennt man, da13 a invertierbar ist. Ahnlich beweist man die Invertier- 
barkeit von 8. 
Mit Ihnlichen Rechnungen wie in (1) veriliziert man die iibringen 
verlangten Eigenschaften von a und /3. 
2.2. FOLGERUNG. Sei (a, p) ein vertriigliches Paar von 2-Cozyklen wie 
in 2.1. 
(1) Sei v = sp(g): M = Sp(C) --t M’ = Sp(C’) ein Morphismus von G- 
Moduln. Dann ist ly, @,,, tiquivalent zu @ap.O(nrx,g,. 
(2) Sei p = Sp(h): G’ = Sp(B’) -+ G = Sp(B) ein Morphismus afiner 
Gruppen. Dann ist (o*@,*, iiquivalent zu gch,Bhjn,h4. 
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Beweis. (1) (crg,p(g @I g)) ist wieder vertragliches Paar von 2-Cozyklen, 
und 





e aa,dtn’~~n) : Sp(C’) - Sp(C’ 0 B) - SP(B) 
ist kommutatives Diagramm von afftnen Gruppen. Daraus folgt die 
Behauptung. 
(2) wird analog zu (1) bewiesen. 
2.3. FOLGERUNG. ExtJG, M) ist Untergruppe uon Ext(G, M). 
Beweis. Seien t%a,o und t3,,,,, zerlegbare Erweiterungen wie in 2.1. 
Offenbar ist @a,B x e,,,,, wieder zerlegbar. Nach Definition der Baerschen 
Addition in Ext(G,M) folgt mit 2.2: (Klasse von tZa,J + (Klasse von 
t3a(,s,) = (Klasse von @:a*n,,4t4,). I ns b esondere ist die Klasse von %.a-s,B-l 
invers zur Klasse von (E,,,. 
2.4. BEMERKUNG. Seien (a, /?) und (a’, p’) uertrdgltche Paare wie in 2.1. 
F: C @ B -+ C @ B definiere einen Morphismus von Erweiterungen von cn,s 
nach En,,sl. Dann ist F B-linear, C-colinear, und F hat die Form F(x 0 1) = 
C xc,, 0 f (xc,,), f := dFj: C + B. DaJ F Morphismus von Hopfalgebren ist, 
bedeutet fur f: 
(a) fist unit& und augmentiert, 
@I v(f@f>*P’=fo*P, 
(c) Af * a’ = (V 0 f)(f 0 g)A * a. (Bei trivialer Operation ist 
POfHf oP)=f Of). 
Also ist t3a,o genau dann zu (E,,,,, Iquivalent, wenn eine lineare 
Abbildung f: C -+ B mit (a), (b), und (c) existiert. 
2.5. BEMERKUNG. Die Erweiterung G,,, in 2.1 ist genau dann 
Hochschilderweiterung (d.h. es gibt einen Algebrahomomorphismus cp: A + B 
mit cp(1 @ b) = b fur b E B), wenn der 2-Cozyklus B E Zs(C, B) ein Corand 
ist, wenn also eine invertierbare Abbildung f: C -+ B mit f (1) = 1 und 
f(x) f (y) = C f (+, yJ P(+, 0 yJ fur 4 y E C existiert. 
Beweis. Durch ~(x @ 1) = f (x) wird eine Bijektion definiert zwischen 
den Algebraretraktionen q und den f E Reg’+(C, B) mit alf = /?. 
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3. EXAKTE FOLGEN 
Fiir einen G-Modul X bezeichne Ex’(G,X) wie in [2, III, 46) die Gruppe 
der gekreuzten Homomorphismen, d.h. der natiirlichen Transformation f: 
G-+X mit f(st) = (s 0 J(t)) f(s), f iir s, t E G(R), R E k-Alg. Die iibliche 
Ex’, Ext-Folge ist exakt (vgl. [2, III]). 
3.1. SATZ. Sei 1 -+ M-P’ X --t” Y -+ 1 eine exakte Folge afiner G- 
Moduln. Die I darstellende Abbildung besitze einen Coalgebraschnitt. Dann 
ist die (von der ti’blichen Ext-Folge induzierte) Folge 
o --t Ex’(G, M) --) Ex’(G, X) -, Ex’(G, Y) a. Ext,(G, M) 
-L Ext,(G, X) a Ext,(G, y> 
exakt. 
Beweis. (1) Wegen 2.1 und 2.2 bilden I* und nt* zerlegbare 
Erweiterungen auf zerlegbare Erweiterungen ab. Sei (r eine zerlegbare 
Erweiterung von G durch X, fur die 7~* (E trivial ist. Wegen der Exaktheit der 
Ext-Folge gibt es eine Erweiterung Q’ von G durch M, so da13 Q! Hquivalent 
zu I* e’ ist. Dann existiert ein kommutatives Diagramm der Form 
B’:M- E -G 
4 1 I/ ’ 
I* C’: X --+I* E- G. 
Da die I darstellende Abbildung einen Coalgebraschnitt hat, und I*@ 
zerlegbar ist, folgt aus 19, 2.8, (l)(b)] (dies ist im Falle eines 
Coalgebraschnittes such iiber Ringen k richtig), da0 such i.5’ zerlegbar ist. 
Damit ist die Exaktheit der Folge an allen Stellen aul3er an Ext,(G, M) 
klar. 
(2) Es ist nur noch zu zeigen, dal3 das Bild des verbindenden 
Homomorphismus a aus zerlegbaren Erweiterungen besteht. 
Sei u E Ex’(G, Y). Dann ist a(a) die Klasse der oberen Erweiterung 
(a, l)*@ in dem kommutativen Diagramm 
(u, l)*Q: 1 -M- E - G -1 
L2:1-A4 (1.1) ,x, G nxld , Y,G-+1. 
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Nach [9, 2.8, (l)(b)] geniigt es zu zeigen, da13 die untere Erweiterung 
zerlegbar ist. 
Sei U --ti V-4’ C die Folge der affinen Algebren von Y tn X 6’ M. Dann 
wird g dargestellt von U 6 B dir;)’ V 6 B dp@ C, wobei U 6 B, V 6 B die 
affmen Algebren der semidirekten Produkte Y . G, X G sind. Sei noch pv: 
V -+ B @ V die darstellende Abbildung der G-Modulstruktur auf X = Sp( V). 
Da M --* X + Y zerlegbar ist, gibt es eine U-lineare, invertierbare Abbildung 
q: V-+ U mit qi = Id,. Sei q’: V-+ U *-invers zu q. Dann ist Q := q @ 1: 
V6 B-+ U@B U@ B-linear mit *-Inversem Q’, wobei gilt: Q’(x @ 1) := 
r(S @ q’) p,(x), r: B @ U z U @ B bezeichnet die Vertauschung. Wegen 1.1 
folgt die Behauptung. 
Zum Beweis von Q * Q’ = qs = Q’ * Q iibersetze man die Identitaten 
a(g 0 (g-l 0 6)) = ab, (g-‘uz)(g-*~b)=g-‘~(ab), a, bEX(R), 
g E G(R), und R E k-Alg, wobei o die G(R)-Modulstruktur auf X(R) 
bezeichnet, in die Sprache der affinen Algebren. 
Der folgende Satz liefert ein wichtiges Beispiel einer “kanonischen” 
exakten Folge, auf die sich 3.1 anwenden la&. 
3.2. SATZ. Sei M = Sp(C) wie oben ein G = Sp(B)-Modul. Fur jede 
kommutative k-Algebra R seinen 
M,(R)=Reg\(C,R), M,(R):=Zz(C,R), tR:M(R)-+M,(R) 
die Inklusion, und R, : M,(R) + M,(R),f I+ a’(f) =: n,(f). 
Dann ist 
l-+MAM,-r,M,-1 
eine exakte Folge affiner G-Mod&z, und die I darstellende Abbildung besitzt 
einen Coalgebraschnitt. 
Beweis. (1) Nach 1.3(l)(c) sind M,, M, affine G-Moduln, und I, 72 sind 
G-linear. Nach Definition von 3’ ist die Folge linksexakt, d.h. fur jedes R gilt 
Alg(C, R) = Ke(a’). 
(2) Seien R E k-Alg und p E M,(R) = Zf(C, R). Dann ist Z? := C @ R 
als k-Modul mit der Multiplikation 
(x 0 r>(y 0 s> = C xc,) ycl) 0 Ph, 0 Y& rs, 
x, y E C und r, s E R 
ein kommutativer Ring mit l-Element 1 @ 1. 
AuQerdem ist i: R --f R = CO R, i(r) := 1 @ r, r E R, ein treuflacher 
Ringhomomorphismus, da C treuflach iiber k ist. 
Wie im Beweis von 2.1 folgt j E Reg\(C, 8) = M,(R) mit j(x) := x @ 1 
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fur x E C. Wegen j(x)j(y) = C xc,) y,,, 0/3(x,,, 0 y,,,) gilt a’(j) =/7 mit 
j? := (C @ C -@ R --ti R’) E M,(R). Also ist 7~: M, --, M, Epimorphismus von 
harten Garben. 
(3) M, werde durch C, dargestellt. Sei g E Reg\(C, C,) die univer- 
selle Abbildung, so dalj fur jedes R Alg(C,, R)+ Reg\(C, R), f H fg 
bijektiv ist. Sei p: C, --t C der Algebrahomomorphismus mit pg = Id,. Dann 
wird bei der Inklusion M(R) = Alg(C, R) c Reg!+(C, R) z Alg(C, , R) jedes 
h wegen hpg = h auf hp abgebildet. Also wird I durch p dargestellt. 
Da Alg(C, , -) z Reg: (C, -) Gruppenisomorphismus ist, gilt 
Ec,g=Ec~ A,, g = (il * i&g = 0, g) * (i2 g> = (g 0 g> 4 
mit i,, i,: C, -+ C, @ C,, i,(x) :=x @ 1, i*(x) := 1 Ox. Also ist g 
Coalgebraschnitt zu p, 
Durch Kombination von 3.1 und 3.2 ergibt sich jetzt folgendes Haupt- 
resultat iiber die Gruppe der zerlegbaren Erweiterungen. 
3.3. SATZ. Sei 1 -+ M +’ M, -+n M, -+ 1 die zu dem G-Modul M gebildete 
exakte Folge aus 3.2. Dann ist die induzierte Forge 
0 - Ex’(G, M) - Ex’(G, M,) - Ex’(G, M2) * Ext,(G, M) 
& H;(G, M,) - H;(G, M,) 
exakt. 
Beweis. Wegen 3.2 ist 3.1 anwendbar. Es bleibt noch zu zeigen, da13 fur 
jede zerlegbare Erweiterung @ von G durch A4 die induzierte Erweiterung 
I* @ Hochschilderweiterung ist. 
Sei t% = @,,, mit a: C-+B@B,p: C@C+B wie in 2.1. (F wird von der 
Folge B +‘A = Cg B +l’gc C, i(b) := 1 @ b, b E B dargestellt. Sei wieder j: 
C-+ COB, j(x) :=x@ 1. Die Algebrahomomorphismen p: C, + C, 
a,: C,+B@B und h: C,+C@B=A seien durch pg=Id,, a,g=a 
und hg =j defmiert (dies ist ‘wegen Id,, a, j E Reg!+ moglich). 
Dann gilt I = Sp(p) nach dem Beweis von 3.2, und a,ist ein Hochschild 2- 
Cozyklus des G-Moduls M,. Sei IF,, die zugehiirige Hochschilderweiterung, 
die durch die Folge B +i’ A, := C, @B -+I%’ C, , i,(b) := 1 @ b dargestellt 
wird. Hierbei ist A, = C, @ B als Algebra, und, falls p, : C, -+ B @ C, die G- 
Modulstruktur auf M, darstellt, gilt 
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Das folgende Diagramm ist kommutativ: 
@,,:B- i’ A,=C,@B-+C, 
/I 
wobei H(u @ b) := h(u)b, u E C, , b E B, sei. 
Es ist nur noch zu zeigen, da13 H Morphismus von Hopfalgebren ist (dann 
folgt wegen des kommutativen Diagramms, dal3 I* Ea,o zur Hochschild- 
erweiterung e,, Bquivalent ist). 
Nach Konstruktion ist H Morphismus von Algebren. Sei j, : C, + C, @ B, 
j,(u) := u @ 1, u E C,. Wegen AHj, g = Aj = (H @ H)A, j, g folgt (aus der 
universellen Eigenschaft von g) AHj, = (H 0 H) A, j,, und daraus AH = 
(H @ H)A, . Ahnlich zeight man EH = E. 
3.4. BEMERKUNG. In 3.3 kann man statt M,, M, oft “kleinere” Gruppen 
wiihlen : 
(1) Sei M = Sp(k[Ij) = g(I) diagonalisierbar. Sei 
l-tZ(J)+Z(‘)-+r-+] 
eine freie Aujlosung von I. Die duale Forge der diagonalisierbaren Gruppen 
sei l--+M+M;+M;-+ I, also M{=g(Z”‘)=p’, M;=g(ZcJ’)=,uJ. 
Zum Beispiel erhiilt man fCr M = ,p = g@!/(n)) die Folge 1 + ,,p -+ 
,u-+n,u-+ 1. 
(2) Sei k ein K&per. C’ c C sei eine Untercoalgebra, die jede einfache 
Untercoalgebra von C enthiilt, und die C als Algebra erzeugt. Sei M{(R) := 
Reg(C’, R) fii’r R E k-Alg. Durch Restriktion ist M c M’, eine Inklusion 
aflner, abelscher Gruppen. Sei M’, der Quotient. 
In den Fallen (1) und (2) gilt bei trivialer Operation von G: 4.3 ist such 
mit 1 + M -+ M’, -+ M; --) 1 anstelle von 1 + M -+ M, + M, + 1 richtig. 
Beweis. Im 1. Fall besitzt die darstellende Abbildung von M c M; einen 
Coalgebraschnitt, da beide Gruppen diagonalisierbar sind. 
Im 2. Fall sei C; die Algebra von M{, und p: Cl, -+ C stelle M c M’, dar. 
Wie im Beweis von 3.2 erkennt man, da13 eine Coalgebraabbildung : 
C’ -+ C; existiert, so dal3 
C’ 
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kommutativ ist. Also 1aIJt sich jede einfache Untercoalgebra von C bei p 
hochheben. 
In beiden Fallen folgt wie in 3.1 die exakte Folge 
0 -+ Ex’(G, M) -+ Ex’(G, M;) -+ Ex’(G, M;) -+ Ext,(G, M) 
-+ Ext,(G, M’,) -P Ext,(G, M;). 
AuOerdem definiert die Restriktion ein kommutatives Diagramm 
M c M, 
05 
M’, . 
Also faktorisiert Ext,(G, M) --f Ext,(G, M;) iiber Ext,(G, M,). Nach 3.3 liegt 
dann das Bild dieser Abbildung in Hi(G, M{). Damit ist die Folge in 3.3 
such mit M; , M; exakt. 
3.5. BEMERKUNG. Sei (Coalg: (C, B), an) der Unterkomplex von 
(Re g: (C, B), a”) der aus den Coalgebramorphismen besteht. Bezeichne 
Hf(C, B) die 2-te symmetrische Cohomologiegruppe von (Coalg: ,a”) (deren 
Elemente also durch Coalgebrahomomorphismen J C @ C + B in Zf (C, B) 
repriisentiert werden). 
1st k ein K&per, so ist (Coalg:(C, B), a”) zum normalisierten 
Hochschildkomplex des trivialen @(M>Moduls g(G) isomorph. Also ist 
H;(C, B) z H@(M), g(G)). 
3.6. FOLGERUNG. Sei M trivialer G-Modul. Aus 3.3 ergibt sich dann die 
exakte Folge 
0 - H:(C, B) a, Ext,(G, M) - H;(G, M,) - H;(G, M2). 
Ist B: C @ C--f B ein Coalgebramorphismus in Zs(C, B), so bildet 8 die 
Klasse von B auf die Klasse von (Ellr.s ab. 
Beweis. Im Falle trivialer Operation ist Exe = Horn die Menge der 
Gruppenhomomorphismen. Nach Yoneda gibt es ein kommutatives 
Diagramm der Form 
Hom(G, M,) Hom(G*a’) + Hom(G, M,) 
ill Ill 
Coalg\(C, B) ” + Ke(iY*: Coalg:(C, B) -+ Coalgi (C, B)). 
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Die vertikalen Isomorphismen ergeben sich auf folgende Weise: Seien i, , i,: 
B-P B @B die Injektionen. Dann ist 
HONG, M,) z {fE M,(B) l&f = (iIf) . W) = (f@f)A,~ 
= Coalg!+ (C, B). 
Ebenso ist 
Hom(G, M,) g {f E Z:(C, B) ) f: C @ C -+ B ist Coalgebra- 
morphismus} = Ke(8). 
Also la& sich der Kokern von Hom(G, a’) mit Hf(C, B) identifizieren, so 
da13 die Behauptung aus 3.3 folgt. 
Die Beschreibung von a ergibt sich aus dem kommutativen Diagramm 
e al-M-E-G-1 rlc.4’ 
/I 1 k 
l-M-M,-M,- 1. 
Hierbei ist /3: C @ C --+ B ein Morphismus von Coalgebren in Z:(C, B), und 
fur g E E(R) = Alg(C @ B, R), h E G(R), R E k-Alg gilt 4(g) = gj, 
y(h) = h/l. Wie stets ist j: C + C @ B durch j(x) =x @ 1 detiniert. 4 ist 
Gruppenhomomorphismus, da in diesem Fall j Coalgebramorphismus ist. 
4. ERWEITERUNGEN MIT DIAGONALISIERBAREM KERN 
Im letzten Abschnitt sei M= g(r) diagonalisierbar, r eine abstrakte 
abelsche Gruppe, also C die Gruppenalgebra k[T] mit A(y) = y @ y, E(Y) = 1, 
y E 1-. 
Sei p = GZ, die multiplikative Gruppe, und bezeichne X(G) = 
k - Gr(G, p) r {b E B ) A(b) = b @ b, e(b) = 1 } die Gruppe der Charaktere 
von G. 
Fur die in 3.6 auftretende Gruppe Hi(C, B) gilt: 
4.1. LEMMA. H;(C, B) z Ext#-, X(G)). 
Beweis. Der Komplex (Coalg:(k[T], B), a”) liil3t sich mit dem 
normalisierten Standardkomplex der Gruppe r mit Werten in dem trivialen 
T-Modul X(G) identifizieren. Also gilt H:(C, B) z Hi(T, X(G)) z 
Ext;(T, X(G)). 
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4.2. FOLGERUNG. Seien k ein K&per, und G algebraisch, glatt und 
zusammenhdngend. Dann operiert G trivial auf M = g(Z), und es gilt 
(1) Hk(G,M)=Ofiir i&2. 
(2) Ext:(X(M), X(G)) -, Ext,(G, M), (F t-+ ?r*ka((F), ist 
Zsomorphismus, wobei n: G + 9(X(G)) den kanonischen Epimorphismus 
bezeichnet. 
Beweis. Wegen [2, IV, § 1, 4.11 operiert G trivial. 
(I) Nach dem Einheitensatz von Rosenlicht, vgl. LB. [4, 2.11 gilt 
~(O”B)={au,0...0u,IOfaEk, ui E x(G), l&i,<n}. Sei 
(u(@” B), a”) der Hochschildkomplex des trivialen G-Moduls ,u. Dann gilt 
fiir s”: ,u(@” B)-+n(@“-’ B), s”(au, @ ... @ uJ := au;‘u, @ u3 @ 
u, 0 @ u, die Relation ,s”+ ‘3’ + a”-Is” = Id, n > 2. Dasselbe gilt fiir den 
induzierten Komplex ((Hom(T, ,u(@” B)), a”), der mit dem Hochschild- 
komplex des G-Moduls @(ZJ iibereinstimmt. Also folgt Z-Zi(G, g(T)) = 0 fur 
i> 2. 
(2) folgt wegen (1) aus 3.6 und 4.1. 
4.3. FOLGERUNG. Sei k ein Korper. Sei (E: 1 -+ N +’ G -+n G -+ 1 
zentrale Erweiterung aflner Gruppen. C? sei algebraisch, glatt und zusam- 
menhiingend mit Pic(@ = 1. Dann ist fCr jede diagonalisierbare Gruppe 
M = g(r) die induzierte Folge 
0 + Hom(T, X(G)) --) Hom(T, X(G)) --t Horn@‘, X(N)) 
-P Ext(G, M) -, Ext:(T, X(G)) 
exakt. 
Beweis. Die zusammenhangenden Gruppen G, r? operieren trivial auf M. 
Nach [6, A.81, ist 
0 - Hom(G, M) 111, Hom(f?, M) 2 Hom(N, M) 
+ 8 Ext(G, M) % Ext(G, M) 
exakt, wobei 8((p) = q*(C) gilt. Wegen 1.2 gilt Ext,(G, M) = Ext(c, M), so 
da13 die Behauptung aus 4.2 folgt. 
4.4. BEMERKUNG. 4.3 kann zur Berechnung von Ext(G, Q(r)) 
verwendet werden: 
(1) In 4.3 seien X(N) endlich und X(G) = 0. Dann folgt 
Hom(T, X(N)) r Ext(G, C%‘(r)). 
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Beweis. Dies folgt aus 4.3, da X(G) endlich erzeugt und frei ist, also 
wegen der exakten Folge 0 -X(G)-+ X(G) -X(N) mit X(G) such X(G) 
verschwindet. 
(2) Nach [4, 4.31 gibt es uber einem algebra&h abgeschlossenen 
K&per k zu jeder glatten, zusammenhiingenden Gruppe G eine zentrale 
Erweiterung l--f N -+ G + G -+ 1 mit glattem, zusammenhlingenden G, 
Pit(G) = 0 und endlichem, diagonalisierbaren Kern N. Im Falle X(G) = 0 
gilt nach [4, 4.61: X(N) E Pit(G). 
(3) Beispiel: 1 -+ ,,p + SL, + PGL, + 1 ist eine Folge wie in 2). 
AuJerdem gilt X(PGL, j = 0. Also folgt 
Wegen 4.2 ist 
Hom(L’, Z/(n)) z Ext(PGL,, g(r)). 
0 = Ext,(PGL,, g(L)). 
Sei jetzt wieder k ein beliebiger Ring. Im Fall M = g(T) la& sich die 2- 
Cozykelbeschreibung zerlegbarer Erweiterungen in 2.1 noch weiter 
umformen: 
4.5. BEMERKUNG. (1) G operiere trivial auf M = g(I). Dann sind a, B 
in 2.1 gegeben durch Abbildungen 
a:I-+p(B @B), p: I- x I’+ p(B). 
Die Vertraglichkeitsbedingung (d) lautet jetzt 
4%~~ A) a($) = Cab4 A) 0 P(Y, A>) 47) 4) 
fiir alle y, a E I. 
(2) Seien D eine abstrakte endliche Gruppe, und G = D, = Sp(kD). 
Dann ist jede zerlegbare Erweiterung von G durch M iiquivalent zu einem 
E a,4, wobei 
a = GC.b)9 P = uT.A a, b E D, y, 1 E I. 
Familien von Einheiten in k sind, die folgende Bedingungen erfiZlen: 
a’ E Z’P, dk)), B” E Z:CC dk)), 
av .,d&&,d% = 4~d% fur alle y, A und a, b. 
Hierbei sind die 2Cozyklen a”, p” normiert, und es folgt ai,b = 1 = Bi+, . 
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Die Erweiterung (E (( ,., wird wie in 2.1 beschrieben: A=C@B=k[I]@lP 
hat die k-Basis y 0 e,, y E I, a E D (e,(b) = 0, falls a # b, e,(a) = 1) mit 
und 
Sei ,# = g(Z/(n)) die Gruppc der n-ten Einheitswurzeln, also C E 
k[X]/(X” - 1). 
4.6. FOLGERUNG. G operiere trivial auf M = ,,p. 
(1) Seien a eine Einheit von B 0 B, die in Z’(G, p) liegt, und /? eine 
Einheit von B mit E@I = 1 und a”@ 0 8) = A(p). Dann definieren a, B eine 
Erweiterung @m,o von G durch ,,,u: 
B c A --% k[X]/(X” - I), 
wobei gilt: 
A := B[X]/(X” - /3) als B-Algebra, 
A(x) := a(x @ x), x = Klasse von X, 
p wird van der Augmentation von B induziert. 
(2) Jede zerlegbare Erweiterung von G durch ,,p hat die in (1) 
angegebene Form. 
Beweis. Dies ist eine Spezialisierung von 2.1. In 2.1 bestimmt /I: 
C @ C -+ B einen 2-Cozyklus von r = (y) r Z/(n) mit Werten in n(B), der in 
der Form 
P(Y’, I4 = 1, falls i + j < n 
ZZ P9 falls i + j > n 
angenomen werden kann. Hier ist (mit gleicher Bezeichnung) 8 E p(B). Die 
mit p vertragliche Abbildung a aus 2.1 ist dann durch ein a E ,tt(B 0 B) 
gegeben mit a($) = a’, 0 < i < n und a”(/3 @ /I) = A(b). 
4.7. BEISPIELE. (1) In 4.6 sei G = D, konstant, B = kn. Dann ist 
a E Z*(G, ,u) ein normierter 2-Cozyklus von D in ,u(k). Sei k, [D] der 
zugehiirige verschrtinkte Gruppenring mit k-Basis z,, a E D und ~~~~~ = 
a@, b)z,,. 
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Ein mit a vertriigliches /3 in 4.6 ist gegeben durch Einheiten B(a) E ,u(k), 
a E D, mit p(1) = 1, so dug gift: 
a@, b)” P(a) B(b) = B(W. 
Sei N: k,[D] -+ k,[D] (N=“N or-m”) eine Abbildung mit folgenden 
Eigenschaften: N(t,) E k, N( 1) = 1, N(z,tb) = N(r,) N(r,), 
N(rs,) = r”N(7,), r E k, a, b E D. 
Durch /?(a) := N(7J’ wird dann eine mit a vertriigliche Abbildung /3 
definiert. Wegen 
wa laa 1 Xi?(a)-’ - 1, X, X, ftir a f b g rP [X]/(P - B), 
a 
X, I-+ e,X, giltfur die zugehiirige Gruppe E,,, der Erweiterung (I?,., von D, 
durch ,,p funktoriell: 
J%(R) = I c r. 7, E R,Pl I r,rb=Ofira#b,~r~N(z,)= 1 (1 a ! 
als Untergruppe der Einheitengruppe des verschrdnkten Gruppenringes 
R,[D], R k-Alg. 
Als Spezialfall ist darin die Beschreibung der konstanten Gruppe D, 
enthalten: D,(R)={C,r,a~R[D]]r,r,=Ofiira#b,C,r,=l}. 
(2) Hat D die Ordnung n, so ist die Algebranorm von k,[D] mit a im 
Sinn von (1) vertraglich. 
(3) Sei D = (y) = H/(n). Fur jede Einheit a von k ist a($, f) := 1, 
falls i + j < n und a($, yj) := a, falls i + j > n ein 2-Cozyklus von D in p(k). 
Fur die verschrankte Gruppenalgebra gilt k,[D] z k[T]/(T” - a) = k[s], mit 
7 = Klasse volt T, tn = a. Sei N: k,[D] + k die Algebranorm. Dunn folgt 
N(7’) = a’ fur 0 < i < n. Sei a@erdem u eine n-te Einheitswurzel von k. 
Dunn ist durch /I(#) := (au)-i, 0 < i < n, eine mit a vertrdigliche Abbildung B 
deflniert. 
Sei ti a.u ._ .- (5a,o. Fur den zugehiirigen Gruppenfunktor gilt dann. 
I 
n-1 
E=*~(R)= C ri7’ER[7]jrirj=Oft;‘r i#j,~rl(au)‘=l . 
i=O I I 
(4) Seien D = (Z/(2))’ und n = 2. 
Jeder quadratische Raum (V, q) mit Orthogonalbasis 7, ,..., t,, fCr den alle 
q(ti) := ei Einheiten in k sind, dejiniert eine zentrale Erweiterung e9 von D, 
durch 2p: 
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Sei C(V) die Cliffordalgebra von (V, q). In C(V) gilt rf = ci, tiSi + 
tjti = 0, i #j, und die Elemente t, := r:’ ” rFr, a = (a, ,..., a,.) E (0, 1 }‘r = 
(L/(2))’ bilden eine Basis von C(V). Fiir a, b E (Z/(2))’ gibt es eine Einheit 
a(a, b) von k mit r, rb = a(~, b)t,+, . Also ist 01 E Z(D, ,u(k)), und C(V) ? 
k,[D]. Sei x c, X der Antialgebraautomorphismus von C(V) mit d = - u fiir 
v E V. Sei N(x) := x2, x E C(V). 
Dann ist N mit GT im Sinn von (1) vertrlglich. Also defmiert das Paar a, N 
eine Erweiterung 
V: 1 -+ ,+u -+ Eq -+ (Z/(2)); -+ 1. 
Fiir den Gruppenfunktor Eq gilt 
Eq(R)= x=Cr,r,ER,[D]Ir,r,=Ofiira#b,x~= 1 . 
1 a I 
Im Fall T = 2 ist C(v) die Quaternionenalgebra mit Basis 1, i, j, k = ij und 
.2 - 2 -E,,~‘=E~, ij=-ji, also 
Eq(R) = {x = r0 + r,i+r,j+r,kJr,r,=O fur a#b, 
XX=r~-&E1r:-&2r:+&,&*r:= 11. 
Insbesondere ist iiber k = L im Fall E, = E, = - 1 Eq eine nicht- 
kommutative Z-Gruppe vom Rang 8, und die Erweiterung (Jq ist keine 
Hochschilderweiterung. 
Wendet man 3.3, 3.4 auf die exakte Folge 
an, so erhiilt man mit ,H := {h E H ( n/r = 01 fur eine abelsche Gruppe H: 
4.8. SATZ. G operiere trivial auf A4 = ,,p. 
(1) Im Fall Pit(G) = 1 gilt Ext,(G, ,p) = Ext(G, #). 
(2) Die von 1 + y + p +” ,u + 1 induzierte Forge 
0 + X(G)/X(G)” --) Ext,(G, ,,P) + ,&(G P) -+ 0. 
ist exakt. 
(3) Die aflne Algebra B von G sei k-frei vom endlichen Rang n. Dann 
zerf&llt die Folge in 2), und die Abbildung 
Hi(G, ,u) x X(G) + Ext,(G, ,#), (Klusse von a, y) I-+ Klusse van @a,o 
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mit j3 := yN(a)-‘, N := Norm der Algebra B-t” B@ B, ist ein 
Isomorphismus. 
Beweis. (1) folgt aus 1.2, (l), und (2) aus 3.3 und 3.4. (3) (a) Der 
Anfang des Hochschildkomplexes (C”(G, p)) lautet: 
p(k) ao, p(B) a’, ,u(B OB) 3 P(B 0 B 0 B), a”(x) = 1, 
WY) = (Y 0 Y> d(Y)- l, 
a’(z) = (1 0 z) (L4 0 l)(z))’ (1 @d)(z) (z @ 1))’ 
fur x E p(k), y E p(B) und z E ,u(B 0 B). 
Sei a E Ke(8’) = Z*(G, ,u). 1st N: B 0 B -+ B die Norm der B-Algebra 
B + B @B, b h b 0 1, so folgt an = a’(N(a)). 
Beweis. Wegen a E Ke(a’) gilt 
(a 0 l)(A 0 l)(a) = (1 0 a>( 1 0 A)(a). 
Wendet man auf die 4 Terme einzeln die Norm N der Algebra i,: B 0 B + 
B @ B@ B, yt-+ ~0 1, so erhalt man: N(a@ l)= a”, N((A 0 l)(a))= 
A(N(a)), N( 1 @ a) = 1 @ N(a), N((l @ d)(a)) = N(a) @ 1. 
Zur Berechnung der Norm wird verwendet, da13 die Norm mit Grund- 
ringerweiterungen vertauscht. Im letzten Fall betrachte man das Diagramm 
il iI 
B i’ t BOB, 
das man ebenfalls als Grundringerweiterung auffassen kann (1 0 A erhiilt 
Basen), da das duale Diagramm der affinen Schemata wegen der Grup- 
penstruktur von G ein Faserproduktdiagramm ist. 
Insgesamt folgt a” = N(a) @ N(a) . A(N(a))-’ = a’(N(a)). 
(b) Wegen (a) gilt Hi(G,p) = &(G,p), und man kann einen 
Gruppenschnitt zu der Folge in (2) konstruieren: 
Sei a eine Einheit von B @B, die normierter 2-Cozyklus in Z2(G, p) ist. 
Wegen (a) ist nach 4.6 die Erweiterung 05a,N(aj-, definiert. Reprasentiert a
die 0 in Hi(G,p), so gibt es eine Einheit b von k mit a(b @b) = A(b). 
Wendet man wie in (a) auf diese Gleichung die Norm an, so folgt 
N(a))’ = b”. Also ist die Erweiterung CF a,N(aj-1 trivial, wie man aus 2.4 
(oder direkt mit 4.6) erkennt. Demnach induziert a +-+ t$a,N(aJ-l einen 
Gruppenschnitt zu Ext,(G, ,,u) -+ Hi(G, p). 
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Allgemeiner folgt mit der Methode in (a): nHF(G,,n) = 0 fur alle m > 1. 
Fur m = 1 bedeutet das X(G)m = 1. 
Damit ist (3) bewiesen. 
4.9. FOLGERUNG. G = W), = Z/t 12 0 > P eriere trivial auf M = ripe Sei U 
die Einheitengruppe von k. AuJerdem gelte Pit(k) = I. Dann ist 
(Klasse von a, u) h Klasse von Q!“~” ein Isomorphismus (V” ist in 4.7, (3) 
deflniert). 
Beweis. In 4.8 sei G =: D,, D := (y) z Z/(n). Dann ist X(D,) = 
Horn@& U) = .U, ~~(G,~) z HZ@, U) 2 U~U~. 
Jeder 2-Cozyklus a in Z*(G, p) hat bis auf Aquivalenz die Form 
a(y’, $) = 1, falls i f j < n und a($, #) = v, falls i t j > n, mit einer Einheit 
u in U. Dann ist R,[D] z R[7’]/(T” - v). Fur die Norm von a E B @B = 
koxD berechnet man N(a) E B = kD mit N(a)($) = vi. Sei XE ka ein 
Charakter von G, also x(y’) = ni fur eine n-te Einheitswurzel u von k. Nach 
4.8 wird das Paar (x, Klasse von a) auf Q,,, mit fi = xN(a)-‘, also p(it’) = 
(UU-I)‘, abgebildet. Ersetzt man jetzt v durch a und a-’ durch u, so folgt die 
Behauptung aus 4.7 und 4.8. 
4. IO. BEMERKUNG.' (1) Im Fall n = 2, k = Z hat Ext(Z/(2), zfu) nach 4.9 
4 Elemente. Die dabei auftretenden 4 Gruppen bilden mit den ~btrivialen~~ 
ZEI x 2% 4P3 qvl x q(2) und z/(4) ein vollstiindiges Reprtisentanten- 
system der Z-Gruppen vom Rang 4 ([B, 3.2; 11). 
(2) Sei p eine Primzahl. Eine p-teilbare Gruppe tiber k der Hohe h ist 
nach [ 1 I] eine aufsteigende Folge E, +i’ E, -+ +. von endlichen freien 
abels~hen k-G~ppen E, vom Rang phn, so d@ 14 E, +in E,, 1 +pn E,, 1 
exakt ist. Nach 4.9 lassen sich im Prinzip alle p-teilbaren Erweiterungen in 
WQpP, 3 fr(p)) b erechnen (falls Pit(k) = 1). Hier ist p(p) = (,Q) und 
C&/Z, = (Z/(p”)) mit den kanonischen Znklusionen. Sei E = (E,, i,) eine p- 
teilbare Erweiterung von ,u(p) durch QJHp. Dann ist E, eine Erweiterung 
von pi durch ZZl/(p’), also ist nach 4.9 E, zu einem E”“*“” equivalent. Da E, 
von p’ annulliert wird, folgt u, = 1. 
Tatscichlirh definiert jede Einheit a von k eine p-teilbare Erweiterung 
(E; , i,) von p(p) durch 0,/Z,: 
Sei Ez = E”*’ in 4.9 im Falle G = B/(p”), M = pn.u, also 
I 
p-1 
E;(R)= x riTIERfz,fIrirj=Ofirifj,~r,P”a’=l 
i=O I 
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mit R [r.] = R [ T]/(Tp” - a ) , 5, = Klasse von T, R E k-Alg. i,: Ez -+ Ez, , sei 
induziert von der Inklusion R [z,] + R [z”+ ,I, r, I--+ tB+ , . 
(3) Im Fall k = Z, p = 2, a = - 1 ist die in (2) definierte 2-teilbare 
Gruppe (E;‘, i,) von der Hiihe 2 “nichttrivial,” d.h. nicht Produkt von 
Potenzen von ,u(p) und Q,/Z,. 
Damit ist eine Frage van Tate in [ 11, 2.11, beantwortet, und das Beispiel 
in 181, vgl. [I], ordnet sich in die vorliegende Theorie ein. 
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